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机器学习

监督学习

无监督学习

𝐱𝐱1,𝑦𝑦1
…

𝐱𝐱𝑛𝑛,𝑦𝑦𝑛𝑛
𝑦𝑦 ≈ ℎ(𝐱𝐱)

苹果

苹果

其他

𝐱𝐱1
…
𝐱𝐱𝑛𝑛

ℎ(𝐱𝐱)
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监督学习

经验风险最小化

 𝐱𝐱1,𝑦𝑦1 , … , 𝐱𝐱𝑛𝑛,𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈ ℝ𝑑𝑑 × ℝ是训练数据

𝑛𝑛是样本数量、𝑑𝑑是数据维度、ℋ为假设空间

ℓ(⋅,⋅)为损失函数、𝜙𝜙(⋅)为正则化因子

批量学习

min
ℎ∈ℋ

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℓ ℎ 𝐱𝐱𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝜙𝜙(ℎ)

模型数据

经验风险最小化

min
ℎ∈ℋ

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℓ ℎ 𝐱𝐱𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝜙𝜙(ℎ)
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大数据

http://www.ibmbigdatahub.com/infographic/four-vs-big-data
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快速增长的大数据

https://www.socialmediatoday.com/news/what-happens-on-the-internet-every-
minute-2021-version-infographic/607586/

Facebook
24万张图片

Google
570万次搜索

Amazon
28.3万美金消费

YouTube
69.4万小时视频
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大数据带来的挑战

经验风险最小化

𝑛𝑛是训练样本的数量

训练复杂度：𝑂𝑂 𝑛𝑛 、𝑂𝑂 𝑛𝑛2

大数据“规模大”

 训练过程计算量大

大数据“增长快”

 频繁需要重新训练

在线学习

min
ℎ∈ℋ

1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℓ ℎ 𝐱𝐱𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝜙𝜙(ℎ)
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在线学习

在线学习 [Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅

end for

分类器 𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ ℝ𝑑𝑑+
+ − −

样本 𝐱𝐱𝑡𝑡,𝑦𝑦𝑡𝑡 ∈ ℝ𝑑𝑑 × ±1

损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰) = max 1 − 𝑦𝑦𝑡𝑡𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑡𝑡 , 0
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在线学习

在线学习 [Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 学习器遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)，并更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for

遭受损失 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡) ，更新 𝐰𝐰𝑡𝑡
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在线学习

在线学习 [Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 学习器遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)，并更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for
 累积损失

最小化累积损失

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡
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在线学习

在线学习 [Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 学习器遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)，并更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for
 遗憾（Regret）

最小化遗憾

批量学习

Regret = �
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝑜𝑜(𝑇𝑇)
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在线学习

在线学习 [Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 学习器遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)，并更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for
 遗憾（Regret）

最小化遗憾

Regret = �
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝑜𝑜(𝑇𝑇)



http://lamda.nju.edu.cn

https://cs.nju.edu.cn/zlj

目录

研究背景

在线凸优化

普适性算法

总结与展望



http://lamda.nju.edu.cn

https://cs.nju.edu.cn/zlj

在线分类

感知机（Perceptron） [Rosenblatt, 1958]

for t = 1, 2, . . . , T do
1. 收到训练样本 𝐱𝐱𝑡𝑡 ,𝑦𝑦𝑡𝑡
2. 如果 𝑦𝑦𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

⊤𝐱𝐱𝑡𝑡 ≥ 0

3. 否则

end for

数据线性可分时算法收敛

𝐰𝐰𝑡𝑡+1 = 𝐰𝐰𝑡𝑡

𝐰𝐰𝑡𝑡+1 = 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝑦𝑦𝑡𝑡𝐱𝐱𝑡𝑡
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在线凸优化

在线凸优化 [Zinkevich, ICML 2003]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 学习器选择决策𝐰𝐰𝑡𝑡 ∈ 𝒲𝒲

同时，对手选择函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 学习器遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)，并更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for
𝑓𝑓𝑡𝑡(⋅)是凸函数、𝒲𝒲是凸集合

丰富的理论和应用

凸函数、强凸函数、指数凹函数

基于凸损失的在线回归、在线分类

随机优化（深度学习）

𝑓𝑓𝑡𝑡(⋅)

𝒲𝒲

Classic Paper 
Prize of 2013
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代表性算法

在线梯度下降 [Zinkevich, ICML 2003]
for t = 1, 2, . . . , T do
1. 看到损失函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅
2. 遭受损失𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)
3. 更新𝐰𝐰𝑡𝑡

end for
𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)为函数𝑓𝑓𝑡𝑡 ⋅ 在𝐰𝐰𝑡𝑡处的梯度

𝜂𝜂𝑡𝑡 > 0是步长

数据独立同分布时，即为随机梯度下降（SGD）

𝐰𝐰𝑡𝑡+1 = 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝜂𝜂𝑡𝑡𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)
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理论保障（1）

凸函数 [Zinkevich, ICML 2003]
在线梯度下降，𝜂𝜂𝑡𝑡 = 𝑂𝑂( ⁄1 𝑡𝑡)

应用场景

在线回归

在线分类

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝑂𝑂 𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖 2, 𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = max 0,1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 , log 1 + exp(−𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖)
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理论保障（2）

强凸函数 [Shalev-Shwartz et al., ICML 2007]
在线梯度下降，𝜂𝜂𝑡𝑡 = 𝑂𝑂( ⁄1 [𝜆𝜆𝜆𝜆])

应用场景

在线岭回归

在线支持向量机

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝑂𝑂
log𝑇𝑇
𝜆𝜆

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖 2 +
𝜆𝜆
2

𝐰𝐰 2

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = max 0,1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 +
𝜆𝜆
2

𝐰𝐰 2



http://lamda.nju.edu.cn

https://cs.nju.edu.cn/zlj

理论保障（3）

指数凹函数 [Hazan et al., ML 2007]
在线牛顿法（指数凹参数𝛼𝛼已知）

应用场景

在线最小二乘

在线逻辑回归

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖 2

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = log 1 + exp(−𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖)

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = 𝑂𝑂
𝑑𝑑 log𝑇𝑇
𝛼𝛼
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问题相关的理论保障（1）

小损失遗憾界 [Srebro et al., NIPS 2010]
在线梯度下降、在线牛顿法

𝐿𝐿𝑇𝑇∗ = min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

∑𝑡𝑡=1𝑇𝑇 𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 ，问题容易时遗憾界更紧

梯度变化遗憾界 [Chiang et al., COLT 2012]
在线两次梯度下降 (OEGD)

𝑉𝑉𝑇𝑇 = ∑𝑡𝑡=1𝑇𝑇 max
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

∇𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 − ∇𝑓𝑓𝑡𝑡−1(𝐰𝐰) 2，函数变化缓慢

Regret = 𝑂𝑂 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ , 𝑂𝑂
log 𝐿𝐿𝑇𝑇∗

𝜆𝜆
, 𝑂𝑂

𝑑𝑑 log 𝐿𝐿𝑇𝑇∗

𝛼𝛼

Regret = 𝑂𝑂 𝑉𝑉𝑇𝑇 , 𝑂𝑂
log𝑉𝑉𝑇𝑇
𝜆𝜆

, 𝑂𝑂
𝑑𝑑 log𝑉𝑉𝑇𝑇

𝛼𝛼

Best Student 
Paper
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问题相关的理论保障（2）

Adam [Kingma and Ba, ICLR 2015]

更新公式

理论保障：梯度相关的𝑂𝑂( 𝑇𝑇)遗憾界
当梯度稀疏时自动变得更紧

𝐦𝐦𝑡𝑡 = 𝛽𝛽1𝐦𝐦𝑡𝑡−1 + (1 − 𝛽𝛽1)𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡(𝐰𝐰𝑡𝑡)

𝑉𝑉𝑡𝑡 = 𝛽𝛽2𝑉𝑉𝑡𝑡−1 + 1 − 𝛽𝛽2 diag(𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡
⊤)

𝐰𝐰𝑡𝑡+1 = 𝐰𝐰𝑡𝑡 −
𝛼𝛼
𝑡𝑡
𝑉𝑉𝑡𝑡
−1/2 𝐦𝐦𝑡𝑡
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现有在线学习算法

凸函数：在线梯度下降，𝜂𝜂𝑡𝑡 = 𝑂𝑂( ⁄1 𝑡𝑡)
强凸函数：在线梯度下降，𝜂𝜂𝑡𝑡 = 𝑂𝑂( ⁄1 [𝜆𝜆𝜆𝜆])
指数凹函数：在线牛顿法，𝜂𝜂𝑡𝑡 = 𝑂𝑂( ⁄1 [𝛼𝛼𝑡𝑡])

现有工作缺乏普适性

针对不同类型的函数，需要选择不同的算法

对于强凸、指数凹函数，还需要额外的参数

凸 强凸
指数凹

实际应用面临的挑战
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普适性算法

Adaptive OGD [Hazan et al. NIPS 2008]
支持凸函数、强凸函数

1. 在线判断函数性质

2. 在线调整OGD步长

缺陷：在线计算强凸参数，不实用

MetaGrad [van Erven and Koolen, NIPS 2016]
支持凸函数、指数凹函数

1. 构造替代损失，考虑𝑂𝑂 log𝑇𝑇 个步长𝜂𝜂

2. 运行𝑂𝑂 log𝑇𝑇 个专家算法，通过元算法在线集成

ℓ𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2
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我们的贡献（1）

Maler [Wang et al., UAI 2019]
凸函数替代损失

强凸函数替代损失

指数凹函数替代损失

ℓ𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2

𝑐𝑐𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 2

𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2𝐺𝐺2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 2

凸函数专家算法

𝑐𝑐𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰

强凸函数专家算法

𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜂𝜂1 𝐰𝐰 , … , 𝑠𝑠𝑡𝑡

𝜂𝜂𝑁𝑁 𝐰𝐰
指数凹函数专家算法

ℓ𝑡𝑡
𝜂𝜂1 𝐰𝐰 , … , ℓ𝑡𝑡

𝜂𝜂𝑁𝑁 𝐰𝐰

元算法——自动选择最优专家

在线集成
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我们的贡献（1）

Maler [Wang et al., UAI 2019]
凸函数替代损失

强凸函数替代损失

指数凹函数替代损失

ℓ𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2

𝑐𝑐𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 2

𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2𝐺𝐺2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 2

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = �
𝑂𝑂 𝑇𝑇 ，凸函数

𝑂𝑂 log𝑇𝑇 /𝜆𝜆 ，强凸函数

𝑂𝑂 𝑑𝑑 log𝑇𝑇 /𝛼𝛼 ，指数凹函数
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我们的贡献（2）

UFO [Wang et al., AAAI 2020]
凸且平滑函数替代损失

强凸且平滑函数替代损失

指数凹且平滑函数替代损失

ℓ𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2

𝑐𝑐𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂𝜂𝜂 2 𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2

𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜂𝜂 𝐰𝐰 = −𝜂𝜂 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 ⊤𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 + 𝜂𝜂2 𝛻𝛻𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡

2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐰𝐰 2

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 =
𝑂𝑂 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ ，凸函数

𝑂𝑂 log 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ /𝜆𝜆 ，强凸函数

𝑂𝑂 𝑑𝑑 log 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ /𝛼𝛼 ，指数凹函数

小损失
遗憾界
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我们的贡献（3）

MetaGrad、Maler、UFO系列算法的局限

依赖精心设计的替代函数，算法设计困难

采用替代损失，专家算法无法利用原函数性质

现有的各类在线学习算法无用武之地

除了小损失界之外，难以得到其他的遗憾界

难点：集成引入额外误差，破坏专家算法最优性

专家算法1 专家算法2

元算法

专家算法𝑁𝑁……

集成误差
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我们的贡献（3）

MetaGrad、Maler、UFO系列算法的局限

依赖精心设计的替代函数，算法设计困难

采用替代损失，专家算法无法利用原函数性质

现有的各类在线学习算法无用武之地

除了小损失界之外，难以得到其他的遗憾界

普适性在线凸优化框架USC [Zhang et al., ICML 2022]
避免引用替代损失，算法非常简单

专家算法直接处理原函数，能够利用函数性质

可以直接使用现有的各种在线学习算法

对于强凸和指数凹函数，可以得到任何问题相关的遗憾界
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普适性在线学习框架USC

整体框架

创新思想

1. 元算法采用线性损失，要求具备二阶遗憾界

2. 专家算法直接处理原函数，直接采用现有算法

3. 对于强凸和指数凹函数，考虑log𝑇𝑇个可能的𝜆𝜆和𝛼𝛼

元算法
（具备二阶遗憾界）

强凸函数专家算法
（考虑log𝑇𝑇个𝜆𝜆）

指数凹函数专家算法
（考虑 log𝑇𝑇个𝛼𝛼）凸函数专家算法
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普适性在线学习框架USC

研究动机

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰

= �
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 + �
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰

专家算法遗憾界
• 直接利用专家算法的理

论保障

元算法遗憾界
• 采用线性损失
• 具备二阶遗憾
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元算法设计

线性损失函数

凸函数的一阶近似

可用于控制元算法的遗憾，以强凸函数为例：

具备二阶遗憾界

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰 = ⟨∇𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 ,𝐰𝐰−𝐰𝐰𝑡𝑡⟩

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 ≤�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 −
𝜆𝜆
2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐮𝐮𝑡𝑡 2

→能够利用强凸性＆指数凹性

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 = 𝑂𝑂 �
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡
2 抵消
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元算法设计

线性损失函数

凸函数的一阶近似

可用于控制元算法的遗憾，以强凸函数为例：

具备二阶遗憾界

Adapt-ML-Prod [Gaillard et al., COLT 2014]
Squint+L [Mhammedi et al., COLT 2019]
MsMwC-Master [Chen et al., COLT 2021]

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰 = ⟨∇𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 ,𝐰𝐰−𝐰𝐰𝑡𝑡⟩

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 ≤�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 −�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑡𝑡 𝐮𝐮𝑡𝑡 −
𝜆𝜆
2 𝐰𝐰𝑡𝑡 − 𝐮𝐮𝑡𝑡 2

→能够利用强凸性＆指数凹性
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强凸函数专家算法

针对强凸函数的候选算法

在线梯度下降 (SC-OGD) [Shalev-Shwartz et al., 2007]
ADAGRAD [Duchi et al., JMLR 2011]
在线两次梯度下降 (OEGD) [Chiang et al., COLT 2012]
SAdam [Wang et al., ICLR 2020]
针对小损失的S2OGD [Wang et al., AAAI 2020]

离散化强凸参数𝜆𝜆 ∈ 1/𝑇𝑇, 1

为每个候选算法、每个离散𝜆𝜆构造一个专家

计算复杂度仍然是𝑂𝑂(log𝑇𝑇)

𝜆𝜆 ∈
1
𝑇𝑇

,
2
𝑇𝑇

,
22

𝑇𝑇
,⋯ ,

2𝑁𝑁

𝑇𝑇
, 𝑁𝑁 = log2 𝑇𝑇
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强凸函数理论保障

定理：对于𝜆𝜆-强凸函数序列，并且𝜆𝜆 ∈ 1/𝑇𝑇, 1

其中𝐴𝐴表示候选强凸函数算法， 𝜆̂𝜆 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2𝜆̂𝜆

定理解读

额外的𝑂𝑂 log log 𝑇𝑇
𝜆𝜆

非常小，不影响最优性可以忽略

𝜆̂𝜆 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2𝜆̂𝜆意味着算法可以自动估计未知的𝜆𝜆
min

𝐴𝐴
𝑅𝑅 𝐴𝐴, 𝜆̂𝜆 意味着可以继承任何候选算法的遗憾界

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = min
𝐴𝐴

𝑅𝑅 𝐴𝐴, 𝜆̂𝜆 +𝑂𝑂
log log𝑇𝑇

𝜆𝜆
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强凸函数理论保障

定理：对于𝜆𝜆-强凸函数序列，并且𝜆𝜆 ∈ 1/𝑇𝑇, 1

其中𝐴𝐴表示候选强凸函数算法， 𝜆̂𝜆 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2𝜆̂𝜆

推论：当上述函数序列同时满足平滑且非负时

在小损失遗憾界和梯度变化遗憾界之中取最优

Regret = 𝑂𝑂
1
𝜆𝜆

min log 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ , log𝑉𝑉𝑇𝑇 + log log𝑇𝑇

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = min
𝐴𝐴

𝑅𝑅 𝐴𝐴, 𝜆̂𝜆 +𝑂𝑂
log log𝑇𝑇

𝜆𝜆
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凸函数专家算法

针对凸函数的候选算法

在线梯度下降 (OGD) [Zinkevich, ICML 2003]
ADAGRAD [Duchi et al., JMLR 2011]
在线两次梯度下降 (OEGD) [Chiang et al., COLT 2012]
RMSprop [Tieleman and Hinton, 2012]
ADADELTA [Zeiler, 2012]
Adam [Kingma and Ba, ICLR 2015]
AO-FTRL [Mohri and Yang, AISTATS 2016]
SOGD [Zhang et al., ICML 2019]

为每个候选算法构造一个专家

计算复杂度是𝑂𝑂(1)
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凸函数理论保障

定理：对于一般的凸函数序列

其中𝐴𝐴表示候选凸函数算法

定理解读

元算法遗憾无法忽略，其在最坏情况下是 𝑇𝑇 log log𝑇𝑇
最终的遗憾界是子算法遗憾和元算法遗憾之和

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = min
𝐴𝐴
𝑅𝑅 𝐴𝐴 +元算法遗憾

= min
𝐴𝐴
𝑅𝑅 𝐴𝐴 + 𝑂𝑂 𝑇𝑇 log log𝑇𝑇
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凸函数理论保障

定理：对于一般的凸函数序列

其中𝐴𝐴表示候选凸函数算法

推论：当上述函数序列同时满足平滑且非负时

依然具备小损失遗憾界

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰𝑡𝑡 − min
𝐰𝐰∈𝒲𝒲

�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 = min
𝐴𝐴
𝑅𝑅 𝐴𝐴 +元算法遗憾

= min
𝐴𝐴
𝑅𝑅 𝐴𝐴 + 𝑂𝑂 𝑇𝑇 log log𝑇𝑇

Regret = 𝑂𝑂 𝐿𝐿𝑇𝑇∗ log log𝑇𝑇
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实验结果——强凸函数

在线分类

1. USC性能接近最
优的专家SC-
OGD和SAdam

2. USC性能优于
MetaGrad和Maler

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 =
1
𝑚𝑚�

𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

max(0,1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖) +
𝜆𝜆
2 𝐰𝐰 2
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实验结果——凸函数

在线分类

1. USC性能接近最
优的专家SAdam
和Adam

2. USC性能优于
MetaGrad和Maler

𝑓𝑓𝑡𝑡 𝐰𝐰 =
1
𝑚𝑚�

𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

max(0,1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖𝐰𝐰⊤𝐱𝐱𝑖𝑖) +
𝜆𝜆
2 𝐰𝐰 2
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总结与展望

普适性在线凸优化框架USC [Zhang et al., ICML 2022]
专家算法处理原函数，直接使用现有在线算法

元算法采用线性函数，要求具备二阶遗憾界

USC的优势

避免了设计替代损失，极其简单

对于强凸和指数凹函数，得到问题相关的遗憾界

对于凸函数，可以取得小损失遗憾界

未来工作

拓展到无上界的函数或定义域

拓展到动态环境：动态遗憾和自适应遗憾

避免提前固定迭代轮数𝑇𝑇
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